Développement : Algorithme de Berlekamp.

Recasages possibles : 123, 141, 142.
Référence : Objectif agrégation, BECK, MALICK, PEYRE (p. 244-248)

Développement

Théoréme 1 Soient p premier, n € N*, ¢ = p”, et P € [F,[X] non constant et sans
facteurs carrés. On considere la Fg-algebre A = F,[X]/(P) et

A — A
QX) — QX)"

Alors, le nombre r de facteurs irréductibles de P est dim (Ker(/)’ — idA)). Sir>1,

2

et si V(X) € Ker(f8 —ida) n’est pas la classe d'un polynéme constant de F,[X],
alors on a la factorisation non triviale

P=]J] Pr(V-a).

a€ly,

Application 2 Le polynéme X? — X + 1 € F[X] est irréductible sur F,.

o Preuve du Théoréme 1 : Notons A la F,-algebre F,[X]/(P) et construisons l'ap-
plication 8. Considérons les morphismes de [F-algebres suivants :

Fo[X] — Fy[X]

Frlax) — xv

et

Remarquons que F coincide avec I’élévation avec la puissance q. En effet, si
d .
Q(X) = > a; X" € F,[X], on a pour tout i € [0,d], a; = a] (d’apres le théoréme
i=0
de Lagrange si a; # 0 et trivial si a; = 0) donc

d d

d q

F(QX)) = Zai(Xq)Z = Za?(Xi)q = (Z az‘XZ) = Q(X)".
i=0 i=0 i=0

Le morphisme composé moF : Fy[X] — A envoie donc Q(X) sur Q(X)q. Remar-

quons que (o F)(P) = P(X)q =0 donc P € Ker(woF), puis (P) C Ker(roF).

Ainsi, 7 o F induit par factorisation le morphisme de Fg-algebre 3 introduit par

Iénoncé. Remarquons tout de suite que 3, en tant qu’endomorphisme d'un F,-
espace vectoriel, admet 1 comme valeur propre. En effet, si a € F,

B@)=a?=al=1a.

Ainsi, la droite vectorielle des classes des constantes Vectr, (1) est contenue dans
Ker(8—id) et en particulier, dim (Ker(3—id)) > 1. Ecrivons P = Py - -- P, une
décomposition en produit d’irréductibles de Fy[X] (unique & ordre des facteurs
et & association prés), et montrons que r = dim (Ker(ﬁ - idA)). Pour cela, on
utilise le lemme chinois pour mieux comprendre 'action de § sur A. Comme P
est supposé sans facteurs carrés, les P; sont deux-a-deux distincts, donc ils sont
deux-a-deux premiers entre eux car irréductibles sur F,. Ainsi, ce lemme nous
donne 'isomorphisme de F,-algebre suivant :

A= (BX)/(P) - x (F[X]/(B)).

qui est donné par la formule Q (Q mod Py,...,Q mod Pr). Or, comme les P;
sont irréductibles sur F,, les anneaux F,[X]/(P;) sont des corps. Or, on sait que
dimp, (Fy[X]/(P;)) = deg(P;) =: n;, donc Fy[X]/(P;) est de cardinal ¢". Par
unicité des corps finis & isomorphisme pres, on obtient donc un isomorphisme

A ~ Fq"l X oo X ]Fan.

~ T T
Notons ¢ cet isomorphisme, puis notons 3 = po o=t : [[ Fyni = [] Fymi.
i=1 i=1

Les endomorphismes S et 5 sont semblables, donc ont les mémes espaces propres.
Plus précisément, on a @(Ker(,@ — idA)) = Ker (BN— idp, n, X...X]qu). 11 suffit donc
d’identifier la dimension de ’espace propre de [ associé a la valeur propre 1.
~ T
Pour cela, identifions 8 : si (a,...,a,) € [[ Fgni et si V' € F,[X] est tel que
i=1
o(V)=(a1,...,q.), 0on a
5 Y4 4 7\ 4
Blars....ar) = 9(BT) = p(7") = p(7)" = (@1,....0)7 = (a, .. a).
Ainsi, (aq,...,0.) € Ker(g — iquan...XFan,) si et seulement si Vi € [1,r],
al = a, soit o; € Fy. En effet, on a déja vu que les g éléments de F, vérifient
a? = a et comme X9 — X ne peut avoir qu’au plus g racines dans toute extension
de F, (car de degré q), ce sont exactement les éléments de F,. Finalement, on a
Ker (6 — iqunl X_..X]qu) =Fy x - xFy =F}. En particulier, cet espace propre
est de dimension r sur F, ce qui montre bien que dim (Ker(8 —id4)) = r. Si
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r = 1, le polynome P est irréductible et sa factorisation est triviale. Sinon, on
va expliciter une factorisation de P a partir d’un vecteur fixé par 5.

Supposons r > 1. On a déja vu que Vectp, (1) € Ker(8—id4), mais comme r > 1,
cette inclusion est stricte donc il existe V € F,[X] tel que V € Ker(8 —id4) et
V # @ pour tout a € F,. Comme V € Ker(3 —ida), on sait d’apres 1'étude
vue précédemment que ¢(V) = (V mod Pi,...,V mod P.) = (ay,...,a,) € F},.
Montrons alors qu’on a la factorisation

P=]J[ PA(V-a).

acl,

Soit & € Fy;. Le polynéme P A (V — «) divise P, donc ses diviseurs irréductibles
sont parmi les P;. Il existe donc I, C [1,7] tel que

PA(V-a)=]] P-
i€l

Identifions I, : pour ¢ € [1,7] fixé,onai € I, < P; | V—a. En effet, 'implication
directe est triviale par construction de I, et réciproquement, si P; | V —«, comme
P, | P,ona P; | PA(V—a), donc P; apparait dans la factorisation en irréductibles
de PA(V —«), i.e i € I,. Regardons les choses modulo P; : on a

iely,eoV=aPlea=alP]lea=a

la derniere équivalence provenant du fait que si P; divise le polynéme constant
a; — a (c’est la qu’on se sert du fait que o; € F!), alors ce dernier est nul pour
des raisons de degré, d’'ou a;; = . Ainsi, on a

puis

P:ﬁPi: 11 H Pi=][ PA(V-a).

i=1 i=1 ack,

a;=a

Enfin, montrons que cette factorisation est non triviale. Si ce n’était pas le
cas, elle serait de la forme 1 x --- x P--- x 1, donc il existerait o € F, tel que
PA(V —a) = P, cest adire P | (V —a), puis V = @, ce qui est absurde
par choix de V. On a bien trouvé des facteurs non triviaux de P, auxquels on

peut appliquer de nouveau le raisonnement pour les factoriser, jusqu’a n’obtenir
que des polynomes irréductibles, ce qui factorisera complétement P : c’est
I’algorithme de Berlekamp.

Preuve de U’Application 2 : Considérons P = X? — X + 1 € F,[X] et gardons
les notations du théoreme, i.e A =TF4[X]/(P), et 8: Q(X) € A Q(X)p € A
L’idée pour déterminer r = dim (Ker(ﬂ — idA)) est de déterminer la matrice
de 8 dans une [F;-base bien choisie de A. La base la plus naturelle est bien str
B=(1X,.. pr—l) par division euclidienne dans F,[X]. On calcule donc les
images des X' pour i € [0,p — 1] dans la base B :

e (1) =1 (on a déja vu que les classes des constantes sont dans Ker(3 —ida).

e (X)=X"'=X-Tcar PX)=X —X+1=0.

e Pour k € [2,p—1],

B =X = (-1 =X (1) s (B )T

Donc on obtient la matrice triangulaire suivante :

1 -1 (%)
0 1 —2
M :=Matg(8) =
ok
0 0 1

ol au signe pres, on retrouve le triangle de Pascal dans le triangle supérieur.
On voit alors que rang(M — I,) = p — 1 car la sous-matrice obtenue & partir de
M — I, en supprimant la premieére colonne et la derniere ligne est clairement
inversible (triangulaire supérieure avec coeflicients diagonaux non nuls). Ainsi,
par le théoreme du rang, dim (Ker(M - idA)) =p—(p—1) =1, ce qui montre
d’apres le Théoréme 2 que le polynéme P est irréductible sur F,,.

Commentaires et prolongements :

e L’algorithme de Berlekamp semble étre un bon outil (théorique au moins) pour

détecter 'irréductibilité de certains polynomes a coefficients dans un corps fini,
mais est restreint par I’hypothese P sans facteur carré. Cette hypothese peut étre
contournée comme suit : Soit P € Fy[X] quelconque. On considere le polynéme
P A P’ qui divise P, et alors plusieurs possibilités se présentent :
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- Si PA P =1, alors P est sans facteur carré. En effet, si D? | P, alors en
dérivant, on voit que D | P’, ce qui est asburde si D est non constant. On
peut dans ce cas appliquer 'algorithme de Berlekamp directement.

- Si PAP' ¢ {1,P}, alors P A P’ est un facteur non trivial de P donc on a
trouvé une décomposition de P non triviale : P = (P A P') x 15, et on
réitere le processus a ces deux facteurs.

- Si PA P’ = P, alors P | P’ donc pour des raisons de degré, cela signifie que
que P’ = 0. Montrons que cela implique existence de Q(X) € F,[X] tel que
P(X) = Q(X)?. Ecrivons P = ZLO a; X% avec d € N* et ag,...,aq € F,.
On a

d
0="P = ZiaiXi_l.
1=1

Ainsi, pour tout i € [1,d], ta; =0, i.e, p | i ou a; = 0. Ainsi, dans Pécriture
de P n’apparaissent que des indices multiples de p, i.e il existe d' € N* tel
que

d/
Z i
P = aipX P,

i=0

Comme vu dans la preuve du théoreme, par Lagrange, si o € Fy on a o = a.
.. n n—1\P 3 n—1

Ainsi, o = (ap = «. Posons alors pour i € [0,d'], b; = afp eF,.
Par ce qui précede, on a Vi € [0,d'], b¥ = a;;,. Ainsi, par le Frobenius, on a

P

d’ d’
P=3 () = | 3obX'| =)
i=0 =0

Ceci montre qu’on peut construire facilement un facteur non trivial de P (ici
@), auquel on peut & nouveau appliquer le processus.
Cet algorithme complété permet de factoriser tous les polynémes dans F,[X].
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